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INTERAKCIJA SOLIDA I FLUIDA NA PRIMERU REALNE GEOMETRIJE 

ARTERIJSKE BIFURKACIJE SLUČAJNO IZABRANOG PACIJENTA 
Originalni naučni rad 

MILAN BLAGOJEVIĆ, Univerzitet u Kragujevcu, Fakultet inženjerskih nauka, Kragujevac 
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  SLOBODAN SAVIĆ, Univerzitet u Kragujevcu, Fakultet inženjerskih nauka, Kragujevac  
 

Rezime – U radu su prezentovane razvijene procedure i alati za simulaciju interakcije fluida i 

strukture na primeru realne geometrije karotidne arterijske bifurkacije slučajno odabranog 

pacijenta. Geometrija karotidne arterijske bifurkacije dobijena je obradom snimaka sa CT skenera. 

Model konačnih elemenata verno opisuje složenu geometriju domena. Prikazani numerički 

rezultati pokazuju da je razvijena metodologija veoma fleksibilna i efikasna za primenjena 

istraživanja u biomedicinskom inženjeringu. Zahvaljujući jasnoj predstavi o fenomenima koji se 

javljaju pri strujanju krvi kroz bifurkacije karotidne arterije, kardiolozi donose odluku o 

neophodnosti intervencije. 

Ključne reči: interakcija fluida i strukture, proticanje krvi, metoda konačnih elemenata, napon 

smicanja na zidu, arterijska bifurkacija 
 

1. UVOD 

Problemi interakcije solida i fluida, su previše 

kompleksni da bi ih bilo moguće rešiti analitički [1-

2]. Zbog toga se analiziraju eksperimentalno ili 

numeričkim simulacijama [3-4]. Tokom godina, 

matematičko modeliranje, kakvo je metoda konačnih 

elemenata (MKE), postalo je komplementarno 

eksperimentalnim pristupima u istraživanju kliničkih 

problema, kao i predviđanju biomehaničkog 

ponašanja [5-7]. Metoda konačnih elemenata 

omogućava ponavljanje numeričkih eksperimenata 

menjajući pojedine parametre. Na taj način u prilici 

smo da analiziramo uticaj neke promenljive na 

posmatrani fenomen [3].  

Metoda konačnih elemenata zahteva postojanje 

fizičkog domena u kome se posmatra problem i 

diskretizaciju tog domena. Precizno snimanje 

geometrije krvnog suda ne garantuje i precizno 

modeliranje. I dalje je značajan problem predstavlja 

generisanje kvalitetne mreže 3D osmočvnornih 

konačnih elemenata za komplikovane strukture [8]. 

Postojeće metode su i veoma spore. Kao što je 

poznato kvalitet mreže igra značajnu ulogu u 

simulacijama korišćenjem metode konačnih 

elemenata [9]. Tačnost numeričkog rešenja zavisi od 

tipa konačnog elementa kojim se modelira fizički 

domen. Numeričke greške su zavise kvaliteta mreže, 

što je posebno značajno u kompjuterskoj dinamici 

fluida, gde numeričke greške postaju vidljive u 

dobijenom rešenju. 

Istraživanja u oblastima kompjuterske mehanike 

fluida i solida su i dalje veoma aktuelna. 

Kompjuterska mehanika fluida se u biomedicini 

uglavnom koristi u smislu našeg boljeg razumevanja 

strujanja fluida u arterijama i venama. Strujanje krvi 

opisano je Navije-Stoksovim jednačinama i 

jednačinom kontinuiteta. Kompjuterska mehanika 

solida koristi za računanje odgovarajućih naprezanja 

i deformacija arterijskih zidova, korišćenjem 

posebno razvijenih meterijalnih modela [10]. 

Istovremeno numeričko simuliranje interakcije 

solida i fluida spada u grupu spregnutih ili 

multifizičkih problema, koji su u ovoj deceniji 

predmet intenzivnih istraživanja i razvijanja 

simulacionih kodova [10]. Polazeći od modela koji 

opisuju svaki od domena pojedinačno, definiše se 

sistem jednačina koji opisuje spregnuto ponašanje 

ova dva domena [10-12]. Pri rešavanju spregnutog 

problema za fluid se određuju polja pritiska, brzine i 

napona smicanja na arterijskom zidu, dok se za 

strukturu određuju naponi i pomeranja u čvorovima.  

U radu je prikazana razvijena metodologija za  

brzo modeliranje interakcije krvi i krvnih sudova na 

primeru složene geometrije realnih arterijskih 

bifurkacija. 

2. PAK-FS – KOMPJUTERSKI PROGRAM ZA 

SIMULACIJU INTERAKCIJE FLUIDA I  

SOLIDA  

Dva osnovna pristupa numeričkom rešavanju 

interakcije solida i fluida su jako sprezanje i slabo 

sprezanje [10], [12]. Osnovna ideja jakog sprezanja 

je da se kompletan sistem jednačina rešava u jednom 

koraku. Na taj način se polja svih veličina, i za fluid 

i za solid, određuju istovremeno. Ova metodologija 

postaje enormno skupa za rešavanje 3D problema, 

gde se drastično povećava sistem jednačina koji se 

rešava. Da bi se rešavali spregnuti problemi ovom 



 

 

metodologijom, neophodno je napraviti specifične 

solvere za rešavanje i solida i fluida. Alternativa 

jakom sprezanju je metod slabog sprezanja, koji ima 

niz prednosti. Glavna prednost je korišćenje već 

postojećih programa za rešavanje solida i fluida sa 

vrlo malo izmena. Izračunavanja nepoznatih veličina 

za solid i fluid su nezavisna, u posebnim 

programima, pri čemu se promenljive na interfejsu 

razmenjuju u svakom vremenskom koraku. 

Za numeričko rešavanje problema interakcije 

fluida i solida koristi se softver PAK-FS [13] koji je 

razvijen sprezanjem postojećih softvera za 

kompjutersku dinamiku fluida PAK-F i softvera za 

kompjutersku dinamiku solida PAK-S, korišćenjem 

slabog sprezanja. Rezultati proračuna zapisuju se u 

datoteke FEMAP Neutral, IDEAS UNV i VTK. 

Globalni algoritam razvijenog koda je prikazan na 

slici 1. 

Fluid i struktura zauzimaju različite poddomene, 

pa se odgovarajući sistemi jednačina postavljaju 

odvojeno za svaki poddomen, uz uslov da je 

diskretizacija poddomena fluida i strukture 

kompatibilna na interfejsu. Program za 

kompjutersku dinamiku fluida (CFD) koristi kao 

granične uslove trenutnu geometriju (površine) i 

brzine u čvorovima koje odgovaraju tim površinama. 

Ove informacije su dobijene programom za 

kompjutersku dinamiku solida koji reševa problem u 

domenu solida (arterijskog zida). Sa druge strane, 

opterećenja iz fluidnog domena se prenose u solidni 

domen.  

 
Slika 1 - Globalni algoritam programa PAK-FS 

3. METODOLOGIJA ZA BRZO 

GENERISANJE MODELA KONAČNIH 

ELEMENATA ARTERIJSKE BIFURKACIJE 

Mesta grananja u karotidnim arterijama čoveka 

su lokacije koje su najčešće zahvaćene 

arterosklerozom, sa udelom od čak 20% u 

perkutanim intervencijama. Nekoliko studija o 

distribuciji plaka u kardiovaskularnom sistemu su 

pokazale da arteroskleroza uglavnom nastaje na 

grananjima u vaskularnom stablu, gde arterije imaju 

relativno složenu geometriju [14-16]. Složena 

geometrija uslovljava strujanje koje je jedinstveno 

za svakog pojedinačnog pacijenta [14]. Većina 

proračuna strujanja do sada je vršena nad 

takozvanim prosečnim ili idealizovanim 

geometrijama. Rešenja koja se tako dobijaju mogu 

znatno odstupati od rešenja koja bi se dobila nekim 

preciznijim modeliranjem krvnog suda [17]. U 

današnje vreme trend i potreba je generisanje 

modela koji precizno opisuju realne geometrije 

arterijskih bifurkacija zahvaljujući pomaku koji je 

napravljen na poljima uređaja za radilošku 

dijagnostiku i performansama računara [18-19]. 

U ovom delu detaljno je opisan doprinos autora 

u pogledu metodologije generisanja kvalitetne mreže 

konačnih elemenata. Da bi se ubrzao proces 

generisanja modela razvijen je softver 

STL2BLOCK, koji na osnovu volumetrijskog 

modela dobijenog radiološkim snimanjem generiše 

topologiju blokova za generisanje konačnih 

elemenata multiblok metodom. Prvi korak u 

generisanju mreže konačnih elemenata je 

odredjivanje geometrije zida karotidne arterije. To je 

danas moguće uraditi na mnogo načina, na primer 

kompjuterskom tomografijom (CT), magnetnom 

rezonancom (MRI), … Originalni CT snimci, koji 

sadrže podatke o tkivima u okolini grananja 

karotidnih arterija, u DICOM formatu su učitani u 

softver MIMICS. U ovom softveru, za svaki od 

snimaka, na osnovu podesivih graničnih vrednosti 

kontrasta, identifikovane su regije koje predstavljaju 

različita tkiva, odnosno organe na posmatranom 

snimku. Spajanjem granica tih regija, uz informaciju 

o prostornom položaju svakog pojedinačnog snimka, 

a zatim i poligonizacijom modela, dobija se 3D 

model svih organa čiji kontrast odgovara odabranom 

opsegu. Na slici 2 prikazani su volumetrijski modeli 

tkiva, uglavnom kostiju i krvnih sudova, koji se 

dobijaju obradom snimaka generisanih 

kompjuterskom tomografijom (CT skenerom).  

Iz ovog skupa treba izuzeti sve organe osim 

krvotoka (slika 3). Nesavršenost softvera za 

rekonstrukciju volumetrijskog modela dovodi do 

toga da u ovaj model budu uključeni i plakovi 

sagrađeni od kalcijuma, pa se stiče utisak da je na 



 

 

tom mestu protočni presek povećan. Razlog ovome 

je što kalcijum ima isti kontrast kao i krv, pa softver 

ne razlikuje ova dva materijala. Ovakva mesta treba 

popraviti brisanjem lokalne nepravilnosti u 

poligonizovanoj mreži i rekonstrukcijom nastalog 

diskontinuiteta. Ukoliko je potrebno vrši se i 

decimacija modela do nivoa kada se zadržava 

neophodan kvalitet detalja, što utiče na performanse 

sledećih koraka u procesu generisanja FEM modela. 

Generisanje mreže konačnih elemenata polazi sa 

stanovišta da je tačna geometrija modela sadržana u 

STL datoteci, koja predstavlja interfejs ka sledećim 

fazama u kreiranju modela.  

 

 
Slika 2 - Volumetrijski modeli tkiva (kosti i krvni 

sudovi) dobijeni obradom CT snimaka 

 

Strukturna mreža je najpogodniji metod za 

diskretizaciju domena. Metod je zasnovan na 

direktnom preslikavanju fizičkog u računski domen 

(slika 4a). Tačke na granici domena koriste se za 

interpolaciju tačaka unutar računskog domena. 

Strukturne mreže daju mreže konačnih elemenata 

koje precizno opisuju granice domena, pa su i 

granični uslovi precizno i pravilno zadati za 

posmatrani domen. Primena strukturnih mreža 

ograničena je na jednostavne geometrije domena. 

Modeliranje geometrije kompleksnih domena teško 

je ili nemoguće opisanim postupkom. Umesto toga, 

autori predlažu kompozitni ili multublok pristup kod 

koga je računski domen podeljen na izvestan broj 

manjih domena koji se nazivaju blokovi [20-21]. 

Celokupna mreža je formirana spajanjem takvih 

blokova. Svaki blok u fizičkom domenu preslikava 

se u pologoni blok u računskom domenu (slika 4b). 

Tehnike strukturne mreže sada se primenjuju 

pojedinačno na blokove, koji se zatim spajaju 

gradeći kompleksne mreže koje precizno opisuju 

složene geometrije bolesnih i/ili zdravih krvnih 

sudova. 

 

 
 

Slika 3 – Volumetrijski model tkiva karotidnih 

arterija 

 

Blokovi su predstavljeni heksaedrima, 

definisanim temenima i stranicama. Lokalno 

označavanje čvorova blokova prikazano je na slici 

4a. Raspodela tačaka unutar bloka određuje se 

rešavanjem skupa od 3 Poasonove jednačine, po 

jedne za svaki lokalni pravac u bloku. 

 

 
 

Slika 4 - Blok – Osnovni alat u multiblok konceptu 

generisanja mreže konačnih elemenata 

 

U softveru Geomagic Studio vrši se postavljanje 

ravni koje definišu preseke u kojima će biti 



 

 

postavljena temena blokova. Ravni se postavljaju 

tako da leže upravno na centralnu liniju krvnog suda 

u odabranoj oblasti. Tri ravni se obavezno 

postavljaju tako da definišu granice posmatranog 

domena. Ostale ravni postavljaju se u oblastima 

kojima postoji promena pravca, odnosno savijanje 

krvnog suda. Softver čita podatke o presecima iz 

datoteka, a zatim određuje težište preseka. Za 

određivanje težišta prvo se postavlja središnja tačka 

preseka čije su koordinate prosečne vrednosti 

koordinata svih tačaka preseka. Dalji postupak se 

svodi na određivanje težišta složene površine, koju 

čine trouglovi sa temenima u središnjoj tački preseka 

i tačkama na liniji preseka. Za svaki presek određuje 

se i maksimalna dimenzija preseka i vektor normale 

na presek. 

Spoljašnja temena bloka postavljaju se tako da 

leže u preseku i nalaze se na polovini maksimalne 

dimenzije preseka od težišta preseka u pravcima 

lokalnih koordinatnih osa x1 i y1 (slika 4b). 

Unutrašnja temena bloka postavljaju se po istom 

kriterijumu kao i spoljašnja, s tim što se polovina 

maksimalne dimenzije preseka množi pozitivnim 

korisnički definisanim faktorom proporcionalnosti. 

Ovaj faktor kreće se u intervalu [0,1] i definiše se u 

konfiguracionoj datoteci. Temena blokova označena 

su brojevima 1-8, pri čemu broj 1 nosi donje levo 

teme na unutrašnjem, a broj 5 nosi donje levo teme 

na spoljašnjem prstenu. Temena u sledećim 

presecima uvek imaju numeraciju za 8 veću u 

odnosu na temena koja im prethode.  

Nad postavljenim temenima mogu se primeniti 

različite topologije blokova. Blokovi su označeni 

tako da je 1 centralni blok, a blokovi 2, 3, 4 i 5 su 

ispod, desno, iznad, i levo od centralnog bloka, 

respektivno. Ovaj raspored blokova posmatran je iz 

vrha lokalne z ose. Dodavanjem novog preseka 

ukupan broj blokova se povećava za 5. Primenjena 

struktura blokova je povoljna, jer svi preseci u 

posmatranim granama imaju isti raspored blokova, 

što ni jednom drugom konfiguracijom ne može da 

bude ostvareno. Na slici 5 prikazani su blokovi 

generisani softverom STL2BLOCK. 

Leva i desna karotidna bifurkacija za 

posmatranog pacijenta nisu geometrijski jednake. Na 

osnovu primera iz prakse, poznato je da se 

geometrija bifurkacija veoma razlikuje kod različitih 

pacijenata. U retkim slučajevima je potrebna ručna 

intervencija za fino podešavanje temena blokova 

kako bi se što tačnije obuhvatila sama bifurkaciju. 

Kreirana topologija blokova zapisuje se u VTK 

datoteku, pa može da se koristi u drugim softverima 

za generisanje mreže 3D konačnih elemenata. 

Primer takvog softvera je IA-FEMesh [22], softver 

otvorenog koda koji se oslanja na VTK biblioteke. 

Softver koristi multiblok metod pri generisanju 

konačnih elemenata, pri čemu se čvorovi generišu 

korišćenjem transfinitne interpolacije bez relaksacije 

mreže [23]. Moguće je kreiranje dva tipa konačnih 

elemenata: osmočvorni 3D elementi (slika 6a) i 

četvoročvorne elementi ljuske (slika 6b). Dobijeni 

modeli konačnih elemenata verno opisuju 

posmatrani fizički domen. 
 

 
 

Slika 5 – Blokovi generisani softverom STL2BLOCK 
 

 
(a) 

 

 
(b) 

Slika 6 - Modeli konačnih elemenata bifurkacije 

karotidne arterija za (a) fluidni i (b) solidni domen 

5. NUMERIČKA SIMULACIJA INTERAKCIJE 

SOLIDA I FLUIDA  

Simulacija proticanja krvi kroz elastičan krvni 

sud izvršena je na realnoj bifurkaciji karotidne 

arterije slučajno izabranog pacijenta čije je 

modeliranje prikazano u prethodnom tekstu. 

Proračun je izvršen korišćenjem softvera PAK-FS. 

Proračun je izvršen u 30 vremenskih koraka u 

intervalu od 0.8s. Od toga prvih 10 koraka na 



 

 

intervalu od 0.02s, a ostalih 20 koraka na intervalu 

0.03s. Korišćeni su sledeći ulazni podaci za fluidni 

domen: prosečna brzina strujanja na ulazu 

16.9 cm/s
SR

v , gustina krvi 
3

1050 kg/m  i 

koeficijent dinamičke viskoznosti 0.003675Pa s
 

[24-25].  Ulazni podaci za elastični zid arterije su: 

modul elastičnosti 0.361MPaE , Poisson'ov 

koeficijent 0.49  i gustina tkiva arterijskog zida 
3

1100 kg/m . Pri proračunu je korišćena 

standardna faza sistole i dijastole u jednom srčanom 

ciklusu kod odraslog čoveka, prikazana na slici 7. 
 

 
Slika 7 – Brzina u težištu ulaznog preseku u jednom 

srčanom ciklusu 

 

Za domen fluida primenjeni su sledeći granični 

uslovi:  

a) na ulazu je zadat parabolični profil brzine,  

b) uzeta je u obzir deformabilnost arterijskih 

zidova, pa su brzine na interfejsu jednake 

brzinama dobijenim iz proračuna čvrstoće, i 

c) na površinama na izlaznim granama modela 

postoji otpor koji se javlja zbog toga što se 

strujanje krvi nastavlja kroz druge krvne 

organe.  
 

Za domen solida čvorovima na ulazu ograničeno 

pomeranje u pravcu strujanja. Takođe, granični 

uslovi su zadati tako da je ograničeno kretanje 

težišta preseka u ravni ulaznog preseka. 

Na slikama koje slede prikazani su rezultati 

simulacije interakcije fluida i strukture. Polje brzina 

u trećem koraku srčanog ciklusa prikazano je na slici 

8a. Ukoliko se kao granični uslovi ne zadaju pritisci  

na izlaznim površinama, kao rezultat dobija se polje 

pada pritiska u modeliranom domenu. Polje pada 

pritiska u trećem koraku srčanog ciklusa prikazano 

je na slici 8b. Polje napona smicanja na zidovima 

krvog suda u trećem koraku srčanog ciklusa 

prikazano je na slici 9a. Mesta sa manjom vrednošću 

napona podložnija su nastajanju plaka, pa je ovaj 

rezultat od izuzetne važnosti u dijagnostikovanju i 

lečenju arteroskleroze.  Polje ekvivalentnog napona 

na arterijskim zidovima u trećem koraku dato je na 

slici 9b.  

 

 

 
 

Slika 8 – Polje brzina (a) i pritiska (b) u koraku 3 srčanog ciklusa 



 

 

 
 

Slika 9 – Napon smicanja na zidu (a) i ekvivalentni napon (b) u koraku 3 srčanog ciklusa  
 

6. ZAKLJUČAK 

Razvijanje novih softvera za rešavanje problema 

interakcije solida i fluida je težak i dugotrajan posao. 

U slučaju kada već postoje softveri za nespregnuto 

rešavanje posebno dinamike solida i posebno 

dinamike fluida, racionalno rešenje je napisati 

upravljačke programe koji će ove solvere koristiti uz 

neznatne modifikacije. U tom cilju, kao bolje se 

nameće slabo sprezanje ovih solvera, jer tada svaki 

solver rešava deo problema u domenu za koji je 

predviđen. Međutim, ovakvo sprezanje je zbog svoje 

specifičnosti, koja se normalno ne javlja kod jakog 

sprezanja, sklono brojnim problemima. Primarni 

problem je vremenska integracija. Zbog 

raznovrsnosti fizičkih karakteristika solida i fluida, 

generalno nije moguće koristiti isti vremenski korak. 

Druga poteškoća nastaje u međusobnoj komunikaciji 

solvera. Različita (nekompatibilna) diskretizacija 

pravi dodatni problem, jer je neophodno preneti 

podatak iz jedne mreže u drugu. 

Predloženo rešenje pokriva celokupan proces 

analize softverima koji su razvijeni na Fakultetu 

inženjerskih nauka u Kragujevcu (STL2BLOCK - 

softver za generisanje blokova za diskretizaciju 

domena i PAK-FS - softver za rešavanje spregnutih 

problema dinamike fluida i dinamike solida) i 

softverima otvorenog koda (IA-FEMesh – softver za 

generisanje mreža konačnih elemenata, i ParaView - 

softver za postprocesiranje dobijenih rezultata). 

Metodologija je primenjena na vaskularni model 

realne arterijske bifurkacije pacijenta uzimajući u 

obzir elastični zid krvnog suda. Prikazana 

metodologija primenljiva je i na modeliranje ostalih 

grananja u protočnim organima ljudskog tela 

(koronarne arterije, grananja protočnih organa u 

plućima, …) 

Pri generisanju mreže konačnih elemenata 

korišćen je multiblok pristup, koji višestruko 

ubrzava proces generisanja modela uz minimiziranje 

greške u numeričkom rešenju. Razvijeni alat je 

veoma efikasan pri kreiranju proračunskih mreža za 

kompleksne geometrije u biomehanici i inženjeringu 

uopšte. Na ovaj način se izbegavaju hardverki 

zahtevne i dugotrajne procedure rekonstrukcije 

NURBS površina, a zatim i CAD modeliranja, jer se 

model konačnih elemenata kreira direktno na osnovu 

volumetrijskog modela.   

Prikazani rezultati pokazuju da deformacija koja 

se javlja pri interakciji između krvi i arterijskog zida 

značajno utiče na vrednosti hemodinamičkih sila 

koje deluju na arterijski zid, u odnosu na slučaj kada 

se posmatra krut zid. Poređenjem sa rezultatima 

ranijih istraživanja [17] uočeno je da simulacije koje 

su vršene sa zanemarivanjem elastičnosti arterijskog 

zida precenjuju maksimalne vrednosti napona 

smicanja na zidu, kao i polja njegove raspodele po 

arterijskom zidu. 

Na osnovu dobijenih rezultata može se zaključiti 

da je ovakva metodologija koristan alat koji može 

dati značajne polazne informacije kardiolozima. 

Zahvaljujući jasnoj predstavi o fenomenima koji se 

javljaju pri strujanju krvi kroz bifurkacije karotidne 

arterije, oni donose odluku da li je i u kom ternutku 

neophodna neka intervencija. 
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SUMMARY 

FLUID-STRUCTURE INTERACTION IN PATIENT-SPECIFIC ARTERY BIFURCATION 

This paper presents the procedures and tools developed for simulating the interaction of fluids 

and structures on the example of a patient-specific carotid artery bifurcation. Volumetric model 

of the carotid artery bifurcation is obtained through the processing of images from CT scanner. 

Finite-element model, generated using multiblock approach, faithfully describes the arbitrarily 

shaped domen. Presented numerical results show that developed methodology is very flexible 

and efficient for the applied research in biomedical engineering. Thanks to the clear taste about 

the phenomenon that occurs when blood flow through the carotid artery bifurcation, 

cardiologists make a decision on the necessity of intervention. 

Key words: fluid-structure interaction, blood flow, fem, wall shear stress, artery bifurcation 
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